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1. Plantejament del problema

La teoria de la Relativitat General (TRG) es una teoria de camps no

lineal que inclou la interacci6 gravitacional i que ens lliga les fonts del

camp o camps amb el camp gravitacional gracies a les equacions d'Einstein:

C' C.
T ^,v = 0. 1, 2,3

on gµ° es el tensor metric de 1'espai-temps, R'" el tensor de Ricci que

depen del tensor metric fins a les segones derivades, G es la constant

gravitacional, c es la velocitat de la Hum i T4' s el tensor impuls-energia
que depen de la m8trica i de les caracteristiques tant fisiques com de

posici6 de les fonts. El conjunt de les equacions es un sistema d'equacions

diferencials en derivades parcials de segon ordre no lineal. Trobar-li solu-

cions, resoldre el problema de Cauchy, estudiar 1'estabilitat i la unicitat

de solucions, es francament dificil.
Per tal de veure que les equacions de moviment i les equacions del

camp ara no estaran deslligades, comencem per deduir que en el cas de

teories de camps lineals (la del camp electromagnetic de Maxwell o la del

camp gravitacional de Newton) si que estan deslligades(' ):
Raonem per reducci6 a I'absurd; donades unes condicions inicials per

a una particula, trobarem el seu moviment a partir d'unes equacions de-

duTdes de les del camp; donades unes altres condicions per a una altra

(*) Actualment a: Department of Applied Mathematics and Astronomy,

Universitat de Cardiff, Pais de Galles.
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particula, tambe trobariem el seu moviment; el conjunt d'ambdos movi-

ments tambe sera solucio si la teoria de camps es lineal, o sigui que no hi

ha interaccio entre ambdues particules i aixb no pot esser si les particules

son fonts del camp. Efectivament, per a les teories citades les equacions
de moviment es postulen a part i son, en el cas del camp electromagnetic,
les equacions de Lorentz i, en el cas del camp gravitacional, les equacions
de Newton. En el cas de la TRG la dificultat no es presenta, ja que la teo-
ria no es lineal. A mes, com que el primer terme de les equacions d'Ein-
stein (I-1) compleix la identitat de Bianchi:

(I-2 ) (^."° - =o
JV

el tensor impuls-energia del segon membre ja no pot esser qualsevol, sino
que ha d'esser conservatiu, la qual Cosa vol dir que

Aquestes equacions son les que posen limitacions al moviment de les
fonts. En un primer moment Einstein suposa com a hipdtesi suplementa-
ria que una particula de prova es mouria segons una geodesica del 1'espai-
temps, pero aviat ell i altres s'adonaren de les limitacions introduides per
(I-3), (^) i la conclusio fou que la intuicio d'Einstein no era una hipotesi
sino un teorema en el cas que la particula de prova fos monopolar. Mono-
polar vol dir que, entre les integrals (3 )

esteses al volum de la particula de prova , en passar al limit d'aquest volum
tendint a zero, n'hi ha alguna que no s'anulla. Si a miss , en fer el dit limit,
alguna de les integrals

(I-5) ^(-^)^^^ d'x,^ T^.°` d3x ^x^ _ ^- Xf rs^

tampoc no s'anul^la, la particula sera monopolar , dipolar, i aixi successiva-
ment, afegint-hi S xP .

El teorema mes fort en aquest cami es va demostrar mes tard (4 )
i diu aixo que segueix : Donat un sistema de particules monopolars en
interaccio , que donen un tensor impuls^nergia del tipus

dTi m:'. 841x9_ ZP) iz; P= ^,P(r^

les particules s'han de moure seguint una geodesica de la metrica de 1'es-
pai-temps que elles mateixes determinen, i el tensor m;` ° de (I- b) ha d'es-
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ser de la forma

(I-7) m,K = ^Yli ^q {^1Td TT^Q) ^kv-v
v,^= d^r

` dr;
m^ = consfz^nf

La demostracio d'aquest teorema inclou com a hipotesi que la metrica
sigui finita arreu, fins i tot en els punts ocupats per les particules; pero,

per ara, no hi ha cap demostracio rigorosa que aixo sigui aixi per a les so-

lucions de les equacions d'Einstein referents a fonts puntuals. Aquesta di-

ficultat sembla desapareixer si els cossos no son puntuals, per la qual cosa

el teorema ha de donar des del punt de vista fisic un resultat si mes no

aproximat a la realitat.
En cas que els cossos no siguin puntuals, cal incloure la possibilitat

d'estructures dipolars o mes complicades, per a les quals tambe hi ha teo-

remes semblants a 1'enunciat (s) que, a part de donar les equacions de mo-

viment, deixen mes llibertat per a 1'estructura interna dels cossos. Tots

aquests teoremes es basen en un lema degut a Mathison (6 ), que afirma

que es certa la igualtat:

(I-8) (-I)'!md13... z,rv&Pp.

on D es el domini de 1'espai-temps que ocupa el cos o cossos en conside-

racio, Luna linia de temps dins aquest domini i map.._^, "`° un tensor que

depen de D, L i el tensor T'`°. L'equacio de la linia L es la que es dedueix

de les condicions (I-3 ), les quals sembla que donin una guia per al movi-

ment del cos o dels cossos que envolten 1'esmentada linia. t^r^es una fun-

cio tensorial qualsevulla de classe ^`^ i desenvolupable en serie de Taylor.

)~s un fet, doncs, demostrat que 1'estructura interna influeix sobre el

moviment del cos o dels cossos; de tota manera, fins ara no es el coneixe-

ment d'aquesta estructura alto que millora 1'estudi de les equacions de

moviment sino al contrari, es a dir, del coneixement experimental del veri-

table moviment es dedueixen els valors d'aquelles dades internes que fan

el millor ajust a les formules teoriques; aixo tampoc es res de nou, puix

que, aplicant les teories de Newton, es a partir de dades dels satellits que

es determinen les caracteristiques multipolars de la Terra.
Assentats aixi els pocs resultats exactes que hom coneix, anem a veure

quins son els metodes d'aproximacio que donen resultats mes concrets.
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II. Metodes d'aproximaci6. Consideracions generals

Tots els resultats exposats fins ara fan referencia a la identitat de
Bianchi (1-2) i a la seva consegiiencia (1-3); per a resoldre el problema del
moviment cal trobar metriques gµ„ que satisfacin les equacions d'Einstein
i per tant les equacions (1-3) dites de conservaci6. L'unica manera que
s'ha trobat de fer aix6 es en passos successius: primer hom troba la metri-
ca a l'ordre mes baix que fem servir per a deduir les equacions de movi-
ment tambe a l'ordre mes baix, i d'aquestes passem al segon ordre de la
metrica, i aixi anar pujant. Que vol dir l'ordre, ho veurem d'aqui a un mo-
ment en descriure els diferents metodes d'aproximaci6.

Sigui el que sigui el metode, hi ha dues caracteristiques o dificultats
greus per a tots:

1) Per a cap dels metodes no esta demostrada la convergencia de la serie
que origina; en alguns casos el desenvolupament va donant termes cada
vegada mes petits; en altres, peril, no es gens evident que sigui aixi.

2) Els diferents calculs associate a cada metode no donen mai un algoris-
me i, si be anar augmentant l'ordre no to cap dificultat de principi, porta
molt aviat a desenvolupaments prohibitius per la seva llargaria.

Hi ha dues maneres molt diferents de fer les aproximacions:

a) Agrupar els termes segons la potencia de la constant de gravitaci6 G,
que d6na l'anomenada aproximaci6 de moviment rapid.

b) Agrupar els termes segons la potencia d' l /c, que d6na els metodes
d'aproximaci6 lenta.

En agrupar els termes de diferents maneres es evident que hom no po-
dra aplicar a un cas determinat qualsevol dels dos metodes; els qualificatius
ja comencen a separar els casos en que sera aplicable cada un Wells; be que
te6ricament l'aproximaci6 rapida tambe es pot aplicar a casos de movi-
ment lent, no es certa la inversa.

III. Aproximaci6 de moviment rapid (' )

El metode es analeg al que hom empra en electrodinamica per al cas
de dues carregues electriques i que condueix als coneguts potencials de
Lienard-Wiechert , i (com en aquest cas) presenta la dificultat de no tenir
resolt el problema de Cauchy o de dades inicials que determinen una solu-
ci6 amb tot el que aixb implica sobre el determinisme del problema.
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Anem a descriure amb un cert detail com s'obte el primer ordre (4).

convenient que hom escrigui les equations de Einstein (I-1) d'aquesta altra

manera:

(III-1) - Z Gr ^ - Zt7 - tf,J = f6nG ^py

on

(111-2)
U^Cvc]^ y)^ ^pa +L °1 (^^°^}P_ 6^1^va)]

i tµ„ es el pseudo-tensor de moment-energia d'Einstein , be que aqui el mes

important es que es quadratic i homogeni en les primeres derivades del

tensor metric , i per tant totes les segones derivades queden dins el terme
Uµv a l .

Els desenvolupaments del tensor metric i del tensor impuls -energia son

de la forma
N

+^
N

(111-3) 1 ^, N "flv
w -i

n Ir ^1 "

N

VV

n_1

on la n davant cada terme fa referencia a la potencia de G que porten.

L'aproximacio N + 1 de les equacions (III-1) Os,

(III 4) (IP aff'
JUP7 CJC7

Z'n /Irv^ _ 611
n=4 rt=t

on

(111-5) n ^(
Caen [J^]_ [ ^va^ ^ao^p^_ ^aP ^e ) _ ^vd r^a, ^Pr >p^e )}

(^ KID 4 7.f' n r)

Is unicament en aquest terme K que apareixen les N gµ„ i a mes lineal-

ment; el terme fr que no explicitem conte gµ„ d'ordres inferiors en for-

ma no lineal, els quals, tanmateix, ja han d'esser coneguts pel calcul ante-

rior de i'ordre N. A l'ordre zero hom td:

Ge3 rJr J
^ha af 6- )( _ I6 n Cr i t

Les condicions d'integrabilitat de les equacions (111-4) son

(111-6)

N+1

""At,V = -471
n^1

NH

h=1

y

i si tenim en compte les identitats de Bianchi (1-2) es transformen en
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(111-7)
9+1

n=1
n n 'c

_
Z

/^N7

m-^

A41-m

'T r e-

Ani

Si suposem que hem resolt fins a l'ordre N les equations (III-4) tambe
dins la mateixa aproximacio de les equacions de Einstein (111-1), obtenim

(111-8) GPI = - Brl ^a r, -11 F
P^

Ms N
A=(

la qual cosa, juntament amb les condicions d'integrabilitat a l'ordre N + 1,
dona

N
rr
} I

(111-9) aY L /s zn=I

Aquesta es una condicio sobre el tensor de matera a 1'ordre N + I on
sols intervenen els coeficients de la metrica a l'ordre N o mes baix, que es
a116 que hom pretenia: determinar el tensor de materia i les equacions de
moviment a l'ordre N + 1 abans de coneixer el tensor metric al mateix
ordre. A I'ordre zero tenim, clones,

(111-10) °.o

i utilitzant un camp de vectors tµ suficientment continu i que s'anulli a
l'infinit tant d'espai com de temps, tenim

(111-11) D

d'on

(111-12) ,n'1,P m^ v'. PU^

i tambe, finalment,

(III-13) m^ - o r _ o

0 sigui que a l'ordre zero els coeficients m; son constants i les par-
ticules es mouen en linia recta, tat com ha d'esser . Fixem-nos que no
hem emprat mai una condicio de coordenades , pero, si anavem a l'ordre
seguent , si que hi sortiria.

La condicio de coordenades tambe esta Iligada a les identitats de
Bianchi que ens permeten de donar quatre condicions sobre el tensor
metric abans de resoldre el problema del moviment a cada ordre fora
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del zero; hi ha una gran llibertat per a escollir aquestes conditions, que

esta relacionada amb la llibertat que tenim en TRG per a escollir el sis-

tema de coordenades. Aquesta llibertat teoricament tan bonica, a la

practica presenta la dificultat que costa molt d'estar segur que les coor-

denades que horn utilitza en fer les mesures amb els diferents aparells

sigui precisament aquell sistema de coordenades que horn ha fixat per

a resoldre les equacions d'Einstein.
L'estudi del segon ordre presenta una dificultat. Hem deduct que

les particules es mouen sobre rectes i per tant sobre aquestes ilnies el

tensor metric sera infinit; i, en tractar el segon ordre, no to sentit que el

tensor metric sigui infinit en uns punts on no hi ha particules, ja que ara

no es mouran en linia recta. Aixb s'arregla si considerem que 1'equaci6

(111-4) no es una equacio per a cada ordre separadament, sing que per a

un ordre determinat inclou tambe tots els ordres inferiors; si be llavors

deixa d'esser lineal en les incdgnites, no tindrem ja la dificultat esmen-

tada. De que serveix Ilavors resoldre els ordres inferiors? Alguns dell

resultats es podran conservar, pero d'altres no; exemple: per a l'ordre

1 el resuitat (111-12) es correcte, pero no el (111-13) ja que ara el segon

membre no sera zero sing un terme d'ordre superior que s'afegeix al

corresponent 2 m;Q. De totes maneres les equacions tenen ara molter

mes incdgnites i no son lineals, i, per tant, son tan dificils de resoldre

que en aquest cas concret no hi ha encara solutions conegudes al'or-

dre dos, totalment explicites.

IV. Aproximacib d'Einstein -Infeld-Hoffmann ($ )

Es el rnetode mes antic, be que no 1'6nic, d'aproximacio de movi-

ment lent. Cal fer notar que els seus resultats s'empren per al calcul

d'orbites a la mecanica celest planetaria.

Vegem quines son les caracteristiques de l'aproximacio de moviment

lent i que la diferencien de 1'anterior. El que ara es preten es d'obtenir

com a primeres equacions de moviment les equacions de Newton i al se-

giient ordre les anomenades equacions postnewtonianes. Abans aixb no

era aixi, perque allo que obteniem com a primeres equacions eren (111-13)

i a l'ordre seguent ja sortirien termes amb 1 /c que evidentment no surten

a la teoria de Newton. Per a obtenir aquest resuitat hem de desenvolupar

els termes en serie de potencies d'l/c i no segons la constant d'acoblament

G.
Una altra hipotesi fonamental es de tractar la coordenada temporal

d'una manera diferent a les coordenades espacials, es a dir, quan derivem

respecte a la coordenada zero o temporal un terme determinat, el resultat

sera un terme d'un ordre superior; aixd ve del fet que la coordenada tem-

poral conte un factor c. En el rnetode d'aproximacio rapida, aixd no es
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cert.
Una magnitud determinada es desenvolupa com abans,

(IV-1)

N

y ^^ ^^ *^w

ara, peril, el subindex n fa referenda a la potencia d' 1 /c que va asociada
amb cads terme. Per exemple, per al tensor metric tindrem

(IV-2)

amb

^"dh `dP + ^d^

NIK^y -" A^eC (+̂ ^ LM^S1+

Comparant el moviment newtonia i el geodesic a la TRG d'una par-
ticula de prova en els seus primers termes, es facil de comprovar que
les hap^comencen en els ordres seguents

i aixi ho admetrem perque es compleixi la volguda identitat amb les
equations de Newton al primer ordre de les equations de la TRG. Tot
aixo que hem dit en aquest apartat, fins ara, fa refer^ncia a qualsevol
de les aproximacions de moviment lent. Precisem ara les caracteristi-
ques de 1'aproximacio d'Einstein-Infeld-Hoffmann (EIH) seguint les
idees de la referenda (1) d'Infeld-Plebanski.

El metode treballa amb cossos puntuals, pero els punts s'obtenen a
partir d'un pas al limit de cossos amb unes dimensions determinades i
aquest pas al limit ha d'esser independent del tensor impuls-energia que
descriu el cos no puntual. Per tant la conclusio sera que considerar els co-
sos com a punts sera una bona aproximacio o no segons la dimensio dels
cossos i la distancia entre ells, independentment de llur constitucio inter-
na. Com es fa aquest pas al limit? La clau del procediment rau en la defi-
nicio d'allo que en EIH es diu "una bona funcio S ". Recordem la defini-
cio de la funcio S en una dimensio: ^s una "funcio" que compleix les
propietats seguents:

1. S (x) es pot diferenciar formalment tantes vegades tom hom vulgui.

2. Per a x ^ 0, S (x) = O mentre que per a x = O hom to S (0) _ ^.

3. Per a un entorn arbitrari E (xo) de xo i per a una funcio arbitraria
f (x) continua a xo hom to

CIVA, ./m^Ix-x., lcx, dx =./^-X.). fmdx = fcx.,
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La dificultat es presenta quan en fer el limit cap al punt surten inte-

grals del tipus

(IV-5) 1 +°° 6,)
1x1?

>0

on la f (x) no es continua per a x = 0 i que generalment es consideren

divergents. Perque el metode funcioni cal que aquestes integrals puguin

prendre els valors
f-OD

/
dx

fi(x)
.0 I °^^ lxl^

wP

I.x

i perque sigui aixi les noves funcions deltes han de satisfer els axiomes:

1. Igual que abans.

2. 8 (x) = 0 si x 0; 8 (0) indeterminat.

3. Igual que abans.

4. Per a un cert p hom to que

(IV-6)
xLI,

E(o)
(xIP

I

P

on WP es una quantitat fixada d ' antuvi i que si canvia , canviaria la defini-

cio de la corresponent 8.
Aquestes "bones funcions 8 " es poden generalitzar al nombre de di-

mensions necessari . Questions matematiques mes precises sobre aquestes

"bones funcions 8" es poden trobar als Ilibres de distribucions (9 ).

Suposant que amb les "bones funcions 8 " hem demostrat que el pas

al limit puntual no depen del tensor impuls-energia, ens quedara corn

abans el tensor seguent , que actua corn a font:

(IV-7) - ^ b ("e z!) :" L

Tenint present el desenvolupament de la quadrivelocitat

(IV-8) ^" _, 2r +,,
^^N +....

dx = 4)
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i el que es dedueix per a la massa per consideracions newtonianes

veiem que el desenvolupament de les components de (N-7) dbna

(IV 10)

oo ^^
Z

+ 300+
,

FN=si:'ct^7''t... ; G 'J= 44 '"t..

Ens queda encara la possibilitat de simplificar els calculs utilitzant
una adequada condicio de coordenades tal que respecti els resultats
sobre ordres inicials trobats fins ara. Es demostra que aquesta llibertat
ens permet d'anullar els termes que dins la metrica i les equacions de
moviment correspondrien a 1'ordre seguent al primer i al tercer; veurem
una mica la demostracio en estudiar el metode d'aproximacio vinent.

Amb tot aixo que hem dit, els calculs concrets comencen prevent
les equacions d'Einstein precisament amb la mateixa forma que en 1'apro-
ximacio rapida (III-4)

u++ ^+^
P

^^^^^ ^P^ n^(U

][vim zry^^") _ ^(,Zi^ n^^
n_/ R=4

a 1`hora d'agrupar termes dins cada component, pero ara ho farem
de diferent manera a causa de la diferent valoracio que comporta el me-
tode;per exemple, per al tensor K rae^r^^^

tenim els desenvolupaments

(IV-11)

^ +...

K°°' °^ _
q +^OL' OJ

Kac,m.,_ ^^;,.,,w_
2

Les equacions de moviment al primer ordre son les de Newton, resul-
tat imposat d'entrada, i les seguents son anomenades postnewtonianes,
emprades actualment per al calcul d'orbites de satellits. S'ha arribat fins
a dos ordres posteriors a 1'ordre newtonia, sense comptar els ordres que
hem dit que s'anullen.

V. Aproximacio de Chandrasekhar (10 )

una altra aproximacio de moviment lent, que no fa pero el pas al
limit puntual sino que es queda amb cossos constituits per fluid perfecte
i de localitzacio i dimensions indeterminades. en la linia de treballs
iniciats per Fock i Papapetrou; el metode inclou consideracions sobre el
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moviment interior del cos i permet un estudi mes fisic en no tenir les
limitacions que imposa el pas at limit del paragraf anterior; en particular
no es necessaria cap simetria esferica com sembla que queda implicita-
ment obligada en el cas anterior, ja que el pas at limit fa sobreentendre
1'existencia d'isotropia.

Per a un fluid perfecte, la definicio adequada del tensor impuls-
energia a la TRG es

(V-1) T``v= PLcL +T[+ 2
XF
)u^u„-1e^v

on p es la pressio , uµ la quadrivelocitat d'un element del fluid i po =
= p (1 + rr/c2 ) es la densitat de massa en repos del fluid . Com que el
fluid es elastic , pot tenir energia elastica de compressio (energia interna)
i d'agt,-' que el po inclogui la massa corresponent a aquesta energia. Com
que aquesta energia interna pot canviar , la massa en repos d'un fluid no
es pas constant ; per a p si que hi ha una equacio de conservacio, i rr es
la densitat d'energia interna per unitat de p ; tant p com 7r son escalars.

Veiem ara que les identitats de Bianchi ( 1-2) permeten de relacionar
la conservacio de la massa amb la d'energia ; en efecte , aplicant (1-2) a
(V-1) obtenim,

(V-2) [F (c'+n + NO ut1_u° + (c2+n+P/Q) OV. - ^^v PI f^ = 0

equacio que , projectada sobre la quadrivelocitat, ens dona els resultats

(V-3) (fut);^ = 0 u,` L -ff,r + (^P) ] = 0

La segona es la conservacio de l'entropia, i veiem doncs que la conser-
vacio de la massa es condicio necessaria i suficient per a la conservacio de
1'energia; d'una manera mes coneguda, la segonda es pot escriure,

(V-4) d^(/P)it

Ara ens conve d'escriure les equacions d'Einstein (I-1) en la forma

(V-5) `P_ tAV = - $ (TPv - Z rv T) T= T"

i dins el tensor de Ricci ens conve de separar els termer en derivades sego-
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nes de la metrics

(V-6)
^,f-V

-'
Z

^d^ ^

^^V^dl-
+" ,}d^3 i!(N ^d^Y ^i A^1^Ittd) ^-,..

Per al tensor metric el`desenvolu

v

pament com abans es
N

r

quedant per a les equacions (V-5) a 1'ordre N i components d'espai

(V-8)

on

'^°Jij
= ( Wi,j t1Ns,i) t ^ij

w N

(V-9) U(^ - ^^;K,x

u

KKi ^
a^

d
- 2x^2x^

N
El terme S;; es d'una forma explicita molt llarga, pero tan sols Conte

termes de la metrics que han d'esser coneguts dels ordres inferiors. Ana-
logament per a les components amb indexs d'espai i de temps tenim

gypp,,
-1 oa

(V-10) a

I
u

l
+̂̂ i w Nr^

W,^ - Wi,o - .Soi

NF ! U+!

W
^°^'1

N

0

i, per a la component estrictament temporal,

/A1
//jJ ^

u
^ ^J I'`

nnn^^^
(V -1 1) V -,{-pp _ ^ rV IO :hl^ ^0/ 1`., t W,' -L,U ^L^1

N+Z

= S

Les equacions (V-8, 10, 11) permeten el calcul de ^.^a, ^o^ , NQ,
excepte funcions harmoniques , sempre que es coneguin els ordres inferiors.
En les aproximacions de moviment lent els coefficients de la metrics venen
sempre d'equacions de tipus Poisson , la qual Cosa vol dir que els efectes re-
tardate son , dins cads ordre, d'un ordre superior.

Quines son lee condicions d'integrabilitat de lee equacions escrites?
Derivant (V-8) respecte de x', i tenint present la (V-9 ), tenim

^ I ^l
u
C S

u

queNes una de lee condicions buscades ; recordant allo que hem dit sobre
lee S;^ , aquesta condici6 s'ha de complir a 1'ordre inferior de 1'aproximacio
i es precisament la seva imposicio alto que dons lee equacions de movi-
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ment al citat ordre. N
Si suposem que es compleixen , anem a veure com les W; es poden con-

siderar funcions arbitraries ; de la contraccio de (V-8) i emprant (V-12) ob-
tenim,

o sigui que si es compleix (V-12) recuperem la definicio (V -9); d'aquesta
N

manera, si a (V-8) prenc una W; arbitraria, la metrica que obtindre sera
N

tal que la W; complira (V-9 ), excepte funcions harmoniques.

Duna manera semblant s'ha de verificar,

(V-14)
ut^ N

SoK„^ ^2 SKK^O = O

ja que a partir de (V-10) podem escriure

N u +i u u+t
^ 7 [ \ /

u
1
+i

(V-1 5 1 Ll ("1oK^K - 2 ^KKiO/ = JoK^K Z ^^^o + a '^(

i amb el resultat anterior recuperem la definicio de
^^

i per tant W es tambe una funcio arbitraria.

Nfl

W donada a (V-10)

L'eleccio d'aquestes quatre funcions es allo que hem anomenat condi-
cio de coordenades.

Tenint present que a 1'aproximacio de moviment lent hem de recupe-
rar al primer ordre les equacions de Newton, els primers termes adequats
per al tensor impuls-energia son

(V-16)
-z -z _,. ^ ... .,.
.. = T''= cZ ; T°'=-T0. =pNic ; TY= T.,. =pvivjt 8I

Mirem ara si amb aquests valors podem comen^ar el calcul de la metri-
ca; hem de prendre N = 0; per a aquest valor ni (V-8) ni (V-10) no tenen
sentit i per tant no cal de moment fer una eleccio de W's. La (V-11) dona

(V-17)
2

-i

^ ^oo = 8n G T, = Bn G p
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(V-18) ^ _ - zu

amb U igual al potencial gravitacional newtonia, ^ u = -4nGp . Aquest
resultat es el punt de partida de les succesives aproximacions postnewto-
nianes; 1'anul•lacio del terme r^ es la causa que els termer diferents de
les components del tensor metric vagin d'un ordre al que fa dos mes. Les
equacions de moviment , tenint present que

donen, per a la component temporal,

CV-ZO) ^£tz£lpvi)=o

que no es lino I'equacio de continuitat de Newton; les components d'es-
pai donen

2. J.. B> JUN.2]) JF fnTl t.-^ PV'V' t zxi^ Pz^ =°

que son les equacions d'Euler per a un fluid perfecte. O sigui que hem
comprovat la possibilitat de comen^ar un metode d'aproximacio de mane-
ra que les primeres equacions obtingudes siguin les admeses abans de la
TRG, quedant les aproximacions segizents com a correccions relativistes
de 1'antiga teoria.

Vegem que passa si fem N = 1; tenint present els resultats (V-19)
i la forma dell S's, hom troba que,

,zz
(V-22) Si.=0 , Soi=D , Sa,=O

o sigui que les equacions (V-12, 14) es compleixen trivialment, i, quant
a les (V-8, 10, 11), ens permeten de prendre una condicio de coordena-
des de manera que

a z ^

resultat ja anunciat de la possibilitat d'anu)•lar els calculs de 1'ordre corres-

66



ponent a N = 1. Allo que se'n diu primers aproximacio postnewtoniana

correspon a N = 2. Els calculs son semblants pero molt mes llargs, i aqui

no els farem; hom ha arribat fins N = 5, que no es nul, perque hi han raons

fisiques per a no escollir com a condicio de coordenades a aquest ordre

aquella que 1'anullaria, raons relacionades amb problemes de radiacio.

>Js frequent d'utilitzar com a condicio de coordenades la que hom anome-

na harmonica,

encara que no es Tunica; a 1'ordre 1-postnewtonia, Chandrasekhar ja

n'utilitza una altra, i ha estat demostrat (")que dins els ordres calculate

sempre hi ha una condicio de coordenades tal que les equacions de movi-

ment obtingudes donin trajectories que son invariants pel grup de Poincare

dins 1'ordre d'aproximacio.
Tambe cal dir que a 1'ordre 1-postnewtonia lee equacions de moviment

son equivalents, si prenem simetria esferica, a les obtingudes per EIH, i

ambdues es poden deduir d'una lagrangiana, possibilitat que desapareix

ale ordres seguents, ('^ ).

VI. Aproximacio a partir d 'un espai base (rs )

El problema de lee equacions en variacions ha estat estudiat en primer

lloc en Mecanica Celest, de cars a trobar la bona forma del moviment a

partir d'un moviment vei i periodic facil de resoldre pero que no corres-

pon a les condicions inicials reals del problema. En el cas de la TRG, supo-

sarem que coneixem la metrics sots unes certes condicions inicials, i es

tracts de calcular una primers variacio d'aquest resultat. Com abans, pren-

drem per al tensor impuls-energia un fluid perfecte, i lee incognites del

problema seran

per al primer membre de lee equacions d'Einstein (I-1) hom obte:

(VI-2) ^^Sd^ = i [d ^d- 1Q,^a^,ea+ ^^^a fPat
SdJP + ^Ka - ^d t^a.l(a ^

on,

(VI-3)

I^^z^^^3d9

r^
1C^ _ ^a t P

67



mentre que per al tensor TaR, hom arriba a:

(VI-4) ^(Td^,^=^P+p) udu^+(Q+p)(u du^,+udu^)'^^«^ ^^^^

Per a nosaltres el problema es de trobar una metrica que correspongui
a1-cas fisic d'un cos central de massa M i un segon cos de massa m, molt
mes petita que M , pero no menyspreable . El cos central suposarem que to
simetria esferica , i per taut la metrica base o de partida sera la ben conegu-
da de Schwarzschild ; els calculs es fan dins 1'aproximacio de moviment
lent i s'han fet fins a 1'ordre 1-postnewtonia . Els resultats son que, si
fem una redefinicio de la primera variacio de la densitat de energia,

CVI-S) 7=yi5(1-^lu-zY

els efectes sobre la trajectoria es limiten a substituir M per la suma M + m.
El mateix metode de variacions aplicat a la lagrangiana que es dedueix

a 1'ordre 1-postnewtonia taut del moviment lent com del rapid i en el car
concret de dos cossos amb simetria esferica, dona per a 1'avan^ del periheli
el resultat conegut (14 )

(VI-6) ^ w =
41^,^-mom

cz

Err

a(^-e ^
a = rem^^uk e = excPn^nu ^"i F

pero tambe dona un retard de pas pel periheli,

cvI-7, 8T:=- --c^
^ '-'^^^

-^-16-
^

Cz-e))

Ambdues formules podrien actualment esser comprovades en el siste-
ma binari PSR-1913+ 16 que Conte un pulsar (is )

Si be en aquest paragraf com en 1'anterior considerem un fluid perfec-
te, els resultats sobre el moviment interior son practicament null, per tal
com hom suposa que el dit moviment o no existeix (translacio pura) o es
una rotacio uniforme. L'estudi del moviment de cossos extensor tenint
en compte llur estructura multipolar sera 1'objecte del capitol segiient.

VII. El moviment de cossos extensor

Diversos intents han estat fets en el marc de la Teoria General de la
Relativitat per tal d'incloure a les equacions del moviment els efectes de-
guts tant a la rotacio dels cossos en consideracio coma 1'estructura interna
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de cada un Wells. Repassarem a continuacio algunes de les maneres d'abor-
dar el problema que han aparegut a la literatura sobre el tema. La primera
que veurem postula una forma explicita per al tensor d'impuls-energia
T"', i les altres dues no.

V. Fock ha tractat extensament aquest problema (vegeu ref. [10 ]), tre-
ballant a 1'aproximaci6 de petites velocitats fins a l'ordre 1-postnewtonia
(1-PN). D'entrada postula una forma explicita per a cada component del

tensor T"° a 1'aproximaci6 1-PN. Aixi els N cossos en consideracio son re-
presentats per N "gotes" d'un material elastic i suposa que els diametres d

d'aquestes "gotes" son petits comparats amb la distancia L entre dues

qualssevulla d'entre elles: d/L << 1 a fi que siguin valides les aproximacions

multipolars.
Treballa en un sistema de coordenades harmonic i lorentzia a l'infinit,

i es en aquest que fa l'aproximacio 1-PN. Ws endavant suposa que a
1'aproximaci6 newtoniana els cossos son rigids, es a dir: el moviment de
cada cos respecte al seu centre de masses es una rotacio; la velocitat angu-
lar de la qual ha de satisfer: wd/c << I a fi que el marc d'aproximacio 1-PN

sigui valid.
El cami seguit per tal d'obtenir les equations del moviment consisteix

a prendre les equacions del camp i la condicio de coordenades i fer apro-

ximacions multipolars respecte al centre de masses de cada cos i basades
en el sistema de coordenades abans esmentat. Per aquest procediment
obte l'acceleracio per a cada cos a l'aproximacio 1-PN i quadripolar:

(VII-1) A Qa (Ys , rn u , we , IF)+ D

on: IA es el moment d'inercia del cos A i wA la seva velocitat angular.
Fins i tot dona una lagrangiana total de la qual deriven les equacions

(VII-1).
El primer metode per a obtenir les equacions del moviment a l'apro-

ximacio dipolar d'una particula de prova extensa en un camp gravitatori
determinat fou donada per A. Papapetron (3 ). No postula cap forma par-

ticular per al tensor d'impuls-energia T"' de la particula , pero demana que

el suport d'aquest estigui confinat en un tub d ' univers espacialment aco-

tat. Tampoc no fa cap aproximacio en relacio al modul de les velocitats.

Treballa a l'aproximacio dipolar , la qual cosa vol dir que en qualsevol

instant el diametre del cos es petit comparat amb una longitud tipica del

camp gravitatori.
Pren un sistema de coordenades { x" } tal que x° sigui una coordena-

da temporal i una linia d'univers L = ZP (s) dins el tub d'univers de la par-
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ticula, i basant-se en aixo defineix els "moments multipolars":

(VII-2) mwcs^ = w°^1 ^^V d3x
x°= ^°^5^

on: u w ^ ^^^

; mZ''''lS'^-U°lx.^^^^s^X^. d3X

^x^ = xz- zz ^(5^

A Paproximacio dipolar, tots els moments multipolars d'ordres supe-
riors son menyspreats.

A 1'aproximacio dipolar obte les lleis de transformacio d'aquests mo-
ments multipolars sota canvis de coordenades (obviament no son cova-
riants) i a partir dells defineix les quantitats covariants seguents: Pescalar
massa prbpia:

(VII-3.a ) m =
u^

^ moo + ^^ ^^°^^^ ud

i el tensor antisimetric de "spin":

(VII-3.b) S''''^ - .^ Imlm_mYI'°)

Per fi, per desenvolupament multipolar de 1'equacio de conservacio
(I-3) obte les equacions de moviment seguents:

(VII-4.a) s (^^
baa

^

1 - - ^ 5^"uP`(^°^i vr^

(VII-4.b) ^
t UM Ucx.
^

- WUd
^

= O

^o



on R°'yaµ es el tensor de curvature de Riemann^hristoffel.
Com hom pot observer, e1 sistema d'equacions (VII-4) es indeterminat,

.pu^x que to 10 incognites -m, u', saR- i tan sols 7 equacions, ja que per
contraccio de (4.b) amb uQ obtenim una identitat. Aquest inconvenient,

fora conegut ja a la mecanica newtoniana, es solucionat definint quina

linia es L, mitjan^ant 3 conditions addicionals arbitraries conegudes amb

el nom de "conditions de spin".
El mateix Papapetrou diu que el seu metode es aplicable a qualsevol

ordre multipolar. Aixo no es del tot cert, per tal tom la tria de les quanti-

tats covariants (VIL3) en Particle de Papapetron es practicament intuitive

i en augmentar 1'ordre d'aproximacio multipolar els calculs esdevenen

monstruosos i no hi ha intuicio que hi valgui.
El darrer intent d'abordar el problema del moviment es concrete en

una serie molt valuosa de treballs de W.G. Dixon (19. Zo) Aquest divideix
el problema en dues parts: a) suposar coneguda la metrics de 1'espai-
temps i buster les equacions del moviment d'un cos (sense menysprear els
efectes de la contribucio al camp deguda a la propia particula), i b) deter-
miner el camp Great per un sistema de cossos suposant conegut llur movi-
ment. Les referencies esmentades s'ocupen de la primers part d'aquest
programs.

Represents un cos extens per un tensor d'impuls-energia T"`y confi-
nat en un tub d'univers espacialment acotat. Si l'espai-temps admet un
camp de Killing ^a

(VII-5) ^.c; ^ ^ ^3^,;a = 0

tindrem a partir de ( I-3) que la integral:

CVII-G) ElD -̂|̂_ 7dPZp. dIZz

no dependra de la hipersuperficie especial E considerada.
Un camp de Killing queda determinat si coneixem el seu valor i les

seves derivades primeres en un punt z qualsevol:

(VII-7.a) Bxa - ^a.^ Cam)

es donat per:

CVII-7.b, 4X)=Kdzl.x.z,KtH^cx,z)0iM,DBEZ
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essent Kax , HaX i Q^ bitensors dels punts ( x, z) que estan relacionats amb
les derivades de la funcio univers (^') o (x, z)(*).

En substituir (VII-7.b) a (VII-6) obtenim:

CVII-8.a) EIE = flz,:E)Zxcz, t i- S^ZCz,2. Zz;z lz)

essent (**):

I

^^'^''^' '1E J44XZ). 7'"3(x). dZpcxJ

S^^cz
^ =I 2 HdLET2'7:'XP. dz^p

La relacio ben coneguda a la Teoria Especial de la Relativitat entre
moment lineal i moment angular amb els generadors infinitesimals del
grup de Poincare -els quals son camps de Killing de la metrica de Min-
kowsky- suggereix a Dixon de prendre per definicio p" i s" ^` coma mo-
ment lineal i moment angular respecte a z de la materia continguda a E.

Si movem z sobre una linia temporal z(s), tenint en compte que el
primer membre de (VII-8.a) depen de z, obtindrem, derivant (VII-8.a)
respecte a s:

CVII-9) Az|£^ '-SZrvvBrr4t ^8zz{^-ZpMvZJl_.

Si ^a no es un camp de Killing el segon membre de (VII-9) ja no sera
zero. En aquest cas el segon membre sera de la forma:

^ + 2

on, per definicio, F" sera la fora gravitatoria total i G" x el moment gra-
vitatori total sobre el cos. Les lleis del moviment s'escriuran:

1
£R ^ 1 s:MTYRH^ =FK

(VII-10)
^ S"a _ 2 p

c^,^a7

fi^
- ^x^

essent: ^'z fi i?Y
b^

(*) Alla on hi hagi rise de confusio subratllarem els indexs tensorials al punt z, i no
els que ho son a x.
(**)Un claudator vol dir antisimetritzacio.
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Com en eI cas del sistema (VII-4), les eq. (VII- 10) no determinen
F" i G"^`. Manca encara definir quina linia es zP (s ) i quina hipersuperficie
es E(s).

Este demostrat ( 22) que sota condicions febles sobre les dimensions

del cos i la curvature de 1'espai -temps existeix una unica linia z(s) tal que:

(VII-11) rz(^cs^, fit) . ,S^(^c5^, ^S) = o

essent ES la hipersuperficie formada per les geodesiques ortogonals a
pX (z(s), ES ) en el punt z(s). Aquesta es, per definicio , la linia del centre

de masses.
La masse del cos es definida per 1'escalar : M = (p" px )vz essent pX

referit al centre de masses . E1 vector ynitari n" = M-' p" 1'anomena velo-

citatdinamica en contraposicio a la velocitat cinemdtica v" .

La relacio entre ambdues velocitats ha estat obtinguda per Ehlers i

Rudolph ( 23) i depen de M, Ra µ „p, S" ^ i tambe de la fora F" i el mo-

ment G" ^ .
Els segons membres de les equacions (VII-10) -F" i G"'`- donen

compte de 1'accio del camp gravitatori sobre el cos, la qual depen d'alld

que W .G. Dixon defineix com a variables materials, les quals estan relacio-

nades amb els moments multipolars (20) (quadripolar , octopolar, ...).

Les Ileis de conservacio ( I-3) no determinen ni de bon tros 1'evolucio

dels moments multipolars . Per tent , el sistema ( 10) es indeterminat si no

en diem alguna cosa mes. hs en aquest sentit que en el cas newtonia hom

pren , per exemple , la hipotesi de rigidesa . Com ja es ben conegut, a la Teo-

ria de la Relativitat General , la condicio de rigidesa de Born -Rosen (^') es

excessivament restrictive . W.G. Dixon propose una condicio dinamica de

rigidesa , el significat fisic de la qual esta discutit a la ref. (24 ).
Per ultim , Dixon propose una definicio de 1'autocamp per tal de sepa-

rar en dues parts la fora F" i el moment total G" ^

F"= F;^ t F^ ,ea ^a xa

i desenvohzpa multipolarment els termes F^,,_ i G"µt , els quals depenen

del camp gravitatori extern i de les seves derivades , aixi com dels moments

multipolars.
Cal notar que a 1'aproximacio dipolar els termes Fit i G"^r- son null,

de manera que les equacions (VII-10) coincideixen amb les de Papapetrou

(VII-4) si identifiquem:

S:xo,v~ S:: i 4:m~(muz-u,z^m
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Fins a aquest punt estava desenvolupat el programa de Dixon a 1'estiu

del 1976 (24 ). La primera part (equacions de moviment d'un cos extens

en un camp gravitatori donat) estava practicament coberta. Pei que fa a la

segona (expressio del camp exterior en termer dels moments multipolars

dels cossos que el creen) el propi Dixon confesava no tenir cap idea de

com fer-ho.

VIII. Altres metodes d'aproximacio (16 )

Anderson ha trobat una solucio en forma integral de les equacions

d'Einstein modificades per una condicio de coordenades que to les propie-

tats segiients:

1. La metrica verifica les condicions de coordenades harmoniques si i sots

si es verifiquen les equacions de moviment.

2. Escollint com a solucio formal la funcio de Green retardada, es com-

pleix la condicio de radiacio de Sommerfeld

or, = -^ , ,, + 0(' /r) ^rvIP = t^v + 0 (hlrt)

on i,u = 0 (1 /r) i kp es un vector nul que estaria lligat a una possible ona
gravitacional que s'escapa del sistema de cossos amb interaccio.

La iteracio es pot fer rota les hipotesis del moviment lent, ja que en
la zona de 1'espai-temps propera als cossos podem pendre, t - r/c - t;
fent un canvi de coordenades, els resultats obtinguts coincideixen a l'ordre
1-postnewtonia amb els de Chandrasekhar, obtinguts una mica mes rapida-
ment. Pei fet d'estar fixades les coordenades per la condicio de radiacio
citada, en pujar d'ordre, els calculs son mes dificils. Una comparacio amb
l'aproximacio de moviment rapid, que en aquest cas ha estat feta, prova
que cal coneixer en el cas lent fins a 2 N + I si en el cas rapid hom ha arri-
bat fins a N.

Persides obte un altre tipus de desenvolupament en treballar amb la

coordenada de temps retardada, u = t - r/c, i les tres d'espai, x, y, z. Supo-

sa que les funcions que surten permeten el desenvolupament E C -n fn (u, F).
n

Aquest formalisme es mes coherent per a estudiar 1'espai-temps complet

sense separar la zona propera als cossos i la llunyana. Notem que en la

zona llunyana tots els metodes de moviment lent fins ara exposats fallen,

perque ally ja no sera cert que les derivades temporals siguin un ordre in-

ferior a les espacials. Persides imposa com a condicio de coordenades que

la metrica sigui del tipus r-1 a l'infinit, que encara no les fixa del tot. La

citada millor coherencia es paga' amb la impossibilitat practica de passar

de l'ordre 1-postnewtonia; tampoc, per ara, no ha pogut esser calculada
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la possible repercussio de la radiacio sobre el moviment de les fonts.

Burke y Thorne tenen una serie de treballs en aproximacions destinats

a aclarir el problema de juncio entre les metriques adequades a la zona

propera als cossos i la llunyana. El metode es basa en teories de pertorba-

cions singulars; el cami a seguir es el segUent: a la zona de radiacio o llu-

nyana, els camps son febles i n'hi ha prou amb la part lineal de les

equacions d'Einstein per a treure resultats acceptables amb tal de polar

les bones condicions de contorn a l'infinit; a la zona propera als cossos,

per contra, les equacions son no lineals per6 desapareixen les derivades

temporals; amb aquestes dades cal fer la juncio en una zona intermedia,

servint cada un dels resultats com a condicio de contorn per a l'altre.

En els calculs fets fins ara no han estat adequades ni la condicio de Som-

merfeld (VIII-1) ni la de coordenades harm6niques (V-24) dins aquesta

zona intermedia. Un dels objectius principals es de poder calcular la for-

ca de reacci6 sobre els cossos si hi ha radiacio. De moment som pero

nomes a la part lineal, i encara no hi ha resultats per a I'ordre postnewto-

nia.
Els problems de radiacio gravitacional que aqui estudiem dins un me-

tode d'aproximacions i per a un cas concret de cossos fets de fluid per-

fecte, tambe han estat estudiats des d'un punt de vista exacte i fent un

paral4elisme amb el cas del camp electromagnetic. Els resultats mes brillants

de moment continuen essent els de Bel (17 ), que dona una classificacio

dels tensors de Riemann-Weyl (emprada per tothom) i la definicio d'un

tensor que hom en diu de superenergia i que es la generalitzaci6 del ten-

sor de Maxwell del camp electromagnetic. Amb tot, continuen les difi-

cultats, i potser la mes important es la dificultat a definir una densitat

d'energia o d'impuls-energia, per al camp gravitacional, que sigui tenso-

rial.
En una reunio de treball tinguda a Gregynog, Pais de Galles (juny

de 1979), i unes setmanes mes tard renovada a Dublin, Irlanda, han estat

donats els ultims resultats sobre equacions de moviment en TRG enfocats

sobretot a aclarir el moviment del pulsar del sistema binari ja citat (15 )

No hi ha grans novetats, i un resum d'a116 que fou dit es troba a (18 ).

BIBLIOGRAFIA:

(^) Infeld L., Plebansky J., "Motion and Relativity", Pergamon Press.

1960.

(2) Einstein A., Grommer J., Sitzber. Preuss. Akd. Wiss., 2-13 i 235-245,

1927.

75



(3 )

(4)

(s )

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11 )

(12)

(13 )

Papapetrou A., Proc. Roy. Soc. A209, 248, 1951.

Havas P., Goldberg J.N., Phys. Rev. 128, 398, 1962.

Mathisson M., Acta Phys. Polon., 6, 163, 1937.

Bielecki A., Mathisson M., Weyssenhoff J., Bull. Inter. Acad. Polon.
A, 22, 1939.

Havas P., LXVII curs de Varenna, a publicar per North Holland.

Einstein A., Infeld L., Hoffmann B., Ann. Math. 39, 65, 1939.

Guelfand I.M., Chilov G.E., "Les distributions", Dunod, 1962.

Fock V., "the theory of space , time and gravitation " Pergamon
Press, 1959.
Papapetrou A., Proc. Phys. Soc. A64, 57-75, 1951.
Chandrasekhar S., Esposito F.P., Ap. J. 160, 153, 1970.
Mas L ., Verdaguer E., C.R. Adad. Sc. Paris , 282, A551 i A1059,
1976.

Verdaguer E., Ann. Inst. Henri Poincare.

Martin J., Sanz J.L., J. Math. Phys. 19, 780, 1978.
Lapiedra R., tesi, Universitat de Barcelona, 1973.

Chazy J., "M6canique Celeste", Presses Universitaires de France,
1953.
Blancheton E., C.R. Acad. Sc. Paris, 245, 284, 1957.
Mas L., Ann. Inst. Henri Poincare, A VII, 1, 1967.

( 14) Robertson H.P., Ann . Math . 39, 101, 1938.

( 15) Hulse R.A., Taylor J.H., Ap. J., 195, L51, 1975.

( 16) Anderson J.L., Gen. Grav. 4, 289, 1973.
Persides S., Ap. J. 170, 479, 1971.
Burke W.L., Thorne K.S., "Relativity " editor M . Carmeli, Plenna
Press, 1970.

( 17) Bel L . C.R., Acad. Sc. Paris, 247, 1094, 1958 i 248, 1297, 1959.

76



(18)

(19)

(20)

(21 )

(22 )

(23 )

(24)

Mac Callum M., Nature 280, 449, 9 August 1979.

Dixon W.G., Proc. R. Soc. London A314, 499, 1970.
Proc. R. Soc. London A319, 509, 1970.
Gen. Rel. Grav. 8, 595, 1977.

Dixon W .G., Gen. Rel. Grav. 4, 199, 1973.

Synge J.L., "Relativity, the General Theory" North-Holland, 1960.

Beiglbock W., Commun. Math. Phys. 5, 106, 1967.

Ehlers J., Rudolph E., Gen. Re]. Grav. 8, 197, 1977.

Dixon W.G., International School of Physics "Enrico Fermi"

LXVII Course, Varenna, 1976.

77


